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I. EINLEITONG

Wir betrachten den Raum VN der y-Polynome, die eine Verallgemeinerung
der Exponentialsummen darstellen. In ihm wird eine beste Approximation
(kurz b.A.) zu einer stetigen Funktion auf einem kompakten Intervall
gesucht.

Die Funktionen FE VN werden durch N lineare und N nichtlineare
Parameter, Frequenzen genannt, beschrieben. Es existieren La. mehrere b.A.,
und fUr N ~ 3 ist noch kein Verfahren bekannt, das mit Sicherheit die
L6sungen liefert. Werner [12] fUhrte dieses Problem durch Fixierung der
Frequenzen auf eine Serie von linearen zuruck; dabei durchlaufen die
Frequenzen ein N-dimensionales Raster, was einen hohen Rechenaufwand
zur Folge hat.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB sich die Dimension des
Rasters um 2 reduzieren laBt: Schon bei Fixierung von N - 2 Frequenzen
erhalt man eine vollstandige Theorie. Fur die entstehenden Teilraume von
VN wird mit Hilfe des Tangentialkegels ein Alternantenkriterium fUr lokal
b.A. hergeleitet. Es zeigt sich auch, daB infolge der Fixierung von Frequenzen
die Vorzeichenklassen [I] neu definiert werden mussen. So enthalt die
positive Vorzeichenklasse i.a. nicht die Funktionen mit positiven Koeffizi­
enten; die Vorzeichen drehen sich vielmehr urn, wenn man eine ungerade
Anzahl von festen Frequenzen uberspringt.

Teilweise fixierte Parameter treten auch bei rationalen Funktionen [14]
und Logarithmensummen 01 + L:~2 0v log(l + tvx) [5, 11] auf. Wie bereits
G. Meinardus auf einer Tagung in Oberwolfach tiber Numerische Methoden
der Approximationstheorie im Juni 1973 bemerkte, bestehen doch so starke
Ahnlichkeiten zwischen der Theorie der Logarithmensummen und der
Exponentialsummen, daB es m6glich sein miiBte, die Ergebnisse aus einer
einheitlichen Theorie zu entwickeln. Das geschieht mit dieser Arbeit.
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2. DEFINITIONEN, DARSTEllUNG VON VN UNO VNP

61

Der Raum C(X) der stetigen reellwertigen Funktionen auf einem kompak­
ten Intervall X = [a, b] C IR sei normiert durch Ilfll: = SUPxEX w(x) !!(x)l,
w positiv und stetig.

Sei T offene Teilmenge von IR, und der Kern

y:TxX-+1R

sei stetig. Die eigentlichen y-Polynome sind durch

definiert [I]. Den AbschluB von VNO bildet die Menge der (erweiterten)
y-Po1ynome

dabei sei die Existenz von y("l: = (o"lot") y E C(T X X) fUr U = 0,... , N - 1
vorausgesetzt. Uberdies fordern wir grundsatzlich die Zeichenregularitat
ESR2N(t) des Kernes y. Diese wird in 2.2 der Vollstandigkeit halber definiert,
obwohl wir spater stets nur die daraus resultierende Descartesche Regel 2.4
verwenden.

Zuniichst geben wir eine rekursive Definition der Differenzenquotienten
y" von y bzgl. t; dabei stimmt der Index J1. mit der Zah1 der t-Argumente
iiberein:

Yl(f; x) := y(t; x),

y" ist symmetrisch in t1 , ... , f" ,

) 1 ("-1).YJyx := (11- _ 1)! y~ (f,X).

(2.1)

Der von Karlin [7, p. 49] eingefiihrte Begriff der Zeichenregularitiit liiBt
sich dano ohne Fallunterscheidung beschreiben:

DEFINITION 2.2. Seien T, XC IR, und y: T x X -+ IR besitze AbJeitungen
bzgl. t mit yCll) E C(T x X) flir J1. = 0,..., r - I.
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y heiBt extended sign regular der Ordnung r bzgl. t (kurz ESRr(t)), wenn
flir jedes k = 1,... , rein Ek = ± 1 existiert, so daB

flir aIle t1 :(; ... :(; tk und Xl < ... < Xk ist.
y heiBt extended totally positive (kurz ETPr(t)), wenn aIle Ek = +I sind.

Beispiele. Der Kern yet; x) = etx der Exponentialsummen und der
Kern yet; x) = (l - tx)-l, X EO [0, b], tEO (- 00, lib), der rationalen Funk­
tionen sind ETPr flir aIle rEO N (vgl. [7, p. 99-100] bzw. [1, Sect. 9]).

DEFINITION 2.3. Das y-Polynom F EO VN sei in der Darstellung

F(x) = I I (Xt"y,,(t ... t; x)
lET ,,~1

m,>O

mit (Xtm =1= 0 gegeben, die wegen der Zeichenregularitat von y eindeutig ist.
t

Dann werden F zwei Zahlen in N und ein Vektor zugeordnet.

(a) keF): = :L mt heiBt die Ordnung oder die Zahl der Frequenzen
vonF.

(b) I(F): = #{t: mt > O} heiBt die Zahl der verschiedenen Frequenzen
vonF.

(c) s(F), der Vorzeichenvektor von F, berechnet sich als Element
von {-I, + l}k(F) wie folgt: Flir eine Partialsumme Ft = :L:':1 (Xt"y,,(t, ... , t; x)
von F sei

s(Ft):= sign (Xtm, (... , -1, +1, -1, +1),
~-'

mt

und flir F = Ft + ... + Ft mit t1 < ... < t l erhiilt man s(F) durch Anein-
1 I

anderheften der Teilstlicke s(Ft ), .•. , s(Ft ).
1 I

Beispiel. Flir F(x) = 5 Y2(t1 , t1 ; x) - 3 Yl(t2 ; x) - Y3(t3 , t3 , t3 ; x) mit
t1 < t2 < t3 gilt

keF) = 2 + 1 + 3 = 6, I(F) = 3 und s(F) = (-+--+-).

Bemerkung. s(F) besteht flir F(x) = :L:=1 (Xvy(tv ; x) EO VNo einfach aus den
Vorzeichen der Koeffizienten (Xv, und aus der so definierten Abbildung
s: VNo\VZ-l -+{-1, +I}N erhiilt man s: VN\VN- 1 -+{-1, +I}N durch
stetige Forsetzung [1, p. 23], falls VN eine normale Familie im Sinne von
4.3 ist.
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Wir fUhren fUr ein y-Polynom F folgende Bezeichnungen ein:

S(s(F)) sei die Zahl der Zeichenwechsel in s(F),
Z(F) sei die Zahl der Nullstellen von F; dabei wird eine Nullstelle

Xi E (a, b) doppelt gezahlt, wenn Fin einer Umgebung von Xi stets ~ 0 oder
stets ~ 0 ist,

sign F(b+): = (-1)'" sign F(b-), wenn b eine m-fache Nullstelle von
Fist, heiBt das "Vorzeichen von F rechts" (man beachte, daB nur m = 0, I
zugelassen ist).

Schliel31ich sei

mit €i = €i(Y) gemaB 2.2, €o: = 1.
Die Descartesche Regel fUr y-Polynome lautet jetzt (vgl. [I, Theorem 3.2]):

SATZ 2.4. Sei Fein y-Polynom der Ordnung k, und y sei ESRk(t). Dann
gilt:

(i) Z(F) ~ S(s(F)) oder F = 0

(ii) 1m Faile Z(F) = S(s(F)) = : r - 1 ist sk(F) = ET sign F(b+).

Aus 2.4(i) ergibt sich die Nullstellenaussage

Z(F) ~ keF) - 1 oder F= O. (2.4')

Sie ist bei zusammenhiingendem Tzu der Zeichenregularitiit von y iiquivalent.

1m folgenden werden diejenigen y-Polynome betrachtet, bei denen von den
N Frequenzen P fixiert sind. Die Lage und Vielfachheit der fixierten Frequen­
zen wird durch eine Abbildung

p: T ---+ N U {O},

t f-* Pt , mit L Pt = P beschrieben, und durch P ist der Teilraum VNp definiert
(Definition 2.6).

Abweichend von 2.3 sei ab jetzt in der Darstellung

F(x) = L I G:t"y,,(t· .. t; x)
t ,,~1

eines y-Polynoms stets

und
falls mt > Pt ist.

(2.5)
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DEFINITION 2.6. Sei L.Pt = P ~ N und F em y-Polynom mit der
Konvention (2.5).

(a) k,(F):= L.t (mt - Pt) heiBt die Zahl der freien Frequenzen von F,

(b) If(F):= #{t: mt - Pt ? I} ist die Zahl der verschiedenen freien
Frequenzen von F. Ferner sei

(c) VNp := {F: kf(F) ~ N - P} die Menge der FE VN mit den durch
t r-+ Pt angegebenen fixierten Frequenzen, und

(d) V~p:= {FE VNp : l,eF) = kf(F)}dieTeilmengederjenigenFE VNP '
deren freie Frequenzen paarweise verschieden sind.

Bemerkung. FE VNP\VN-l,P ist aquivalent zu kf(F) = N - P.

3. EIN HINREICHENDES UND EIN NOTWENDIGES ALTERNANTENKRITERIUM
PUR BESTE APPROXIMATIONEN IN VNP

In diesem Abschnitt werden zwei Kriterien fUr beste Approximationen
hergeleitet; sie stlitzen sich nur auf die Lange der Alternante und fallen
i.a. nicht zusammen. Der Tangentialkegel wird noch nicht benotigt. Von
der Zeichenregularitat wird nur die Nullstellenaussage (2.4') benutzt.

DEFINITION 3.1. (a) F heiBt lokal beste Approximation (kurz l.b.A.)
zufin V, wenn eine Umgebung U C V von F existiert, so daB Fbeste Approxi­
mation zu fin U ist.

(b) Sei g E C(X), g =1= O. Eine Alternante der Lange r fUr g besteht aus
r Punkten Xl < ... < Xr mit

W(Xi) g(Xi) = U (-I)'-i Ii gil, i = 1,... , r,

wobei u = sign g(x,) das Vorzeichen der Alternante rechts ist. Die Lange
der langsten Alternante fUr g bezeichnen wir mit alt(g).

SATZ 3.2. Sci f E C(X), FE v.l\fp , und y sei ESR2N_ P(t).

(a) Gilt alt(f - F) ? N + kj(F) + 1, dann ist F eindeutige beste
Approximation zufin VNP '

(b) 1st F lokal beste Approximation zufin VNP ' dann gilt alt(f - F) ?
N+ I,(F) + 1.

Beweis. (a) Sei alt(f - F) ? N + kf(F) + 1 =: r. Angenommen es
gibt ein G =1= Fin VNP mit Ilf - G II ~ Ilf - FII. Dann gilt fUr die Alter­
nantenpunkte Xl < ... < Xr vonf - Fmit a = +1 oder u = -1

(_1)r-i U (G(Xi) - F(Xi)) ? 0 (i = I, ... , r).
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Somit ist Z(G - F) ~ r - 1 = N + kf(F), wahrend fiir die Ordnung des
y-Polynoms G - F die Abschiitzung

k(G - F) ~ P + klG) + kf(F) ~ N + kf(F)

gilt. Das ist wegen k(G - F) ~ 2N - P nach (2.4') ein Widerspruch.

(b) SeiF = Lt L" CXt"y,,(t... t; x) gemaB Konvention (2.5). Als Ableitun­
gen von F nach den freien Parametern erhalt man folgende y-Polynome:

y,,(t ... t; x) (t E T, 1 ~ fl- ~ mt),

(flir t E T mit mt > Pt),

und falls klF) < N - P ist, fiige man noch die Funktionen

(l :'( i ~ N - P - kf(F»

hinzu mit Frequenzen ti , die untereinander und von den in F vorkommenden
verschieden sind. Der von obigen Funktionen aufgespannte lineare Raum W
ist Tangentialmannigfaltigkeit von VNP in F im Sinne von [9]. Er hat die
Dimension (P + k f) + If + (N - P - k f) = N + If und erfiillt wegen
N + If ~ 2N - P nach (2.4') die Haarsche Bedingung. Da F eine l.b.A. ist,
besitzt f - F nach der Theorie von Meinardus und Schwedt [9, Satz 12]
eine Alternante der Lange N + If(F) + 1. D

Mit den beiden Kriterien dieses Satzes HiJ3t sich der Fall P = N - 1 schon
vollstandig behandeln, da dann stets If = k f , d.h. Vvp = V~'P ist. Der Fall
P = N ist ohnehin trivial.

KOROLLAR 3.3. Sei f E C(X), und y sei ESR2N_ P(t). Dann gilt:

(a) 1st F lokal beste Approximation zu f bzgl. VNP und liegt F in V~P'

so ist F sogar eindeutige beste Approximation in VN P und ist durch alt (f - F) ~
N + klF) + 1 = N + If(F) + 1 charakterisiert.

(b) In VNP mit P = N - 1 existiert hOchstens eine beste Approximation
zuf

In 3.3(a) wird nicht ausgeschlossen, daB es in VNP weitere lokal beste
Approximationen gibt.

4. BERECHNUNG DES TANGENTIALKEGELS CFv."lP

Der hier definierte Tangentialkegel (vgl. [4, Definition 2.1]) ist groBer als
der im Beweis von 3.2(b) benutzte Tangentialraum und beschreibt die
Umgebung von Fin VNP vollsHindiger.
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DEFINITION 4.1. Sei E ein normierter Raum, M Teilmenge von E und
v E M. Dann heiBt h E E Tangentenstrahl bei v an M, wenn eine stetige
Abbildung !fi: [0, 1] -- M mit !fiCO) = v existiert, so daB fUr ,\ -- 0:

II !fi('\) - v - '\h II = 0(,\)

gilt. Die Menge aller Tangentenstrahlen bei v bildet den Tangentialkegel
CvM.

Bemerkung. Der Tangentenstrahl h E E ist rechtsseitige Frechetableitung
von !fi im Punkte O.

Wir berechnen den Tangentialkegel zunachst fUr ein FE VNp mit nur
einer Frequenz: I(F) = 1.

LEMMA 4.2. Sei t E T, 0 :(; Pt :(; mt =: m :(; N und

m

F = L a"y..(t ... t; x) E Vmp
,,~1

mit am =1= 0 falls m > Pt . Ferner sei

m*:= m + min{m - Pt, 2}, u:= !Sign exm ,
o sonst.

m -Pt ~ 2

Dann enthalt der Tangentialkegel CFVmp den Raum

der in den Fallen m - Pt = 0 oder I linear ist.

Beweis. Es sind Bahnen !fi: [0, 1] - Vmp zu konstruieren, die obige
Funktionen h als Tangentialstrahlen liefem. Es seien 81 ,,,,, 8m , u, V E IR,
v ~ O. Man betrachte die Bahnen

m

!fi('\) = L (ex" + 8,,'\) y..(t ... t; x),
,,~1

falls m - Pt = 0,

m-l
!fi('\) = L (ex" + 8,,'\) y..(t ... t; x) + (exm+ 8m,\) Ym(t .. · t, t + u'\; x),

,,~1 falls m - Pt = I,
m-2

!fiCA) = L (a" + 8"A) y..(t ... t; x)
,,=1

+ (am-l + 8m-1,\) Ym-l(t ... t, t + U,\ - (V,\)1/2; x)
+ [exm+ 8mA+ (exm-l + 8m_1A) (VA)I/2]
X Ym(t ... t, t + u,\ - (V,\)1/2, t + U,\ + (V,\)1/2; x),

falls m - Pt ~ 2 ist.
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Dann ist jeweils ¢i(A) E Vmp und ¢i(0) = F. Ferner existiert die rechts­
seitige Ableitung ¢i'(O) = (d¢i/dA)(O+) und ergibt sich mit (2.1) zu

m

¢i'(O) = I 0uYu,
,,~l

falls m - Pt = 0 ist,

m

¢i'(O) = L 0uYu + UCXmYm+l ,
,,~l

falls m - Pt = 1 ist,

m

¢i'(O) = L 0uYu + u(cxm-1Ym + 2cxmYm+l) + V(CXm-1Ym+l + CXmYm+2),
u~l

falls m - Pt ?: 2 ist,

wobei Yu flir yuCt ... t; x) steht.
Wegen der Stetigkeit von yitl ,... , tu ; x), fL = 1,... , m*, ist ¢i'(O) Frechet­

ableitung von ¢i: [0, I] ---+ qX) und somit Tangentenstrahl. Aus obiger
Darstellung von ¢i'(O) konnen flir jedes h E Vm*.uCt) sukzessive die Parameter
v?: 0, U, Om, Om-I'"'' 01 SO bestimmt werden, daB ¢i'(O) = h wird. 0

Unter Normalitatsvoraussetzungen gilt sogar Vm*.aCt) = CFVmp :

DEFINITION 4.3. (Siehe [1, Theorem 8.3]. Der Kern Y sei ESR2N(t).
Der Raum VN der y-Polynome heiBt normal, wenn die Parameterdarstellung
eP: A ---+ VN

N

(f31 ... f3N tl ... tN ) 1-+ L f3uyit1 ... tu ; x)
u~l

mit A: = {(f31 ,... , f3Ntl ,... , tN )! f3i E IR, ti E T, tl <; ... <; tN} einen Homoo­
morphismus zwischen VN\VN - l und den Parametern eP-l(VN\VN_l) C A
liefert.

Flir die wichtigsten Kerne ist VN normal, so z.B. flir den Exponentialkern
yet; x) = etx und flir yet; x) = (1 - tX)-l [1, Section 9].

LEMMA 4.4. Sei VN normal. 1st dann F = L:=l cxuyu(t· .. t; x) mit t E T,
Pt <; m <; N, sowie CXm =1= 0 falls m > Pt , so gilt

CFVmp = Vm*.uCt),

wobei Vm*.,,(t) wie in 4.2 definiert ist. Auj3erdem existieren eine Umgebung
U von F in Vmp und eine stetige Abbildung

eP: U ---+ CFVmp

mit eP(F) = 0 und der Abschiitzung

[I G - F - eP(G)11 = 0(11 eP(G)ID fur G E U, II G - F[I---+ o.
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Beweis. Wir konstruieren die Abbildung r/> wie folgt. Wegen der
Normalitat von VN hat jedes Element G aus einer geeigneten Umgebung
von Fin Vmp die Gestalt

'N
G = F[o, u] := I (x" + 0"') yJL:.::-...!, t +- UPt+1 ,,,., t +- u'" ; x)

/.1=-1 Pt

mit 01 "", Om, U Pt+1 ,,,., UmE 1R1, und fUr Ii G - FII--- 0 geht d:= (0, u) --- O.
Man entwickle jetzt G in eine Taylorreihe bzgl. d = (0, u) bei d = 0:

G = F + F'd +- iF"d 2 +- "',
und setze

r/>(G) '= ~F'd, falls m - Pt = 0 oder 1
. IF'd +- -!F"d2, falls m - Pt ~ 2.

Man rechnet nach, daB r/>(G) E Vm*.u(t) ist, und bzgl. der gewiinschten
Abschatzung zeigt man im ersten Fall, daB F' : IR1m* --- Vm * ein injektiver
Operator ist und somit

!I F'dll ~ C(F)/I dll

gilt, woraus nach Definition der Frechetableitung

II G- F - r/>(G)II = 0([1 diD = 0(11 r/>(G)[D

folgt; im zweiten Fall erhalt man (vgl. Braess [2, FormeIIO.lOff])

II r/>(G)il ~ C(F)li d112
,

so daB II G- F - r/>(G)II = 0(11 d 11 2
) = 0([[ r/>(G)[D gilt.

Wegen Lemma 4.2 ist nur noch Vm*.u(t):) CFVmp ZU zeigen. Dies ergibt
sich aus [4, Lemma 3.1], das wir der Vollstandigkeit halber zitieren. D

LEMMA. Sei E normierter Raum, v E M C E, und N C CvM sei ein ab­
geschlossener Kegel. Wenn zu einer Umgebung U von v in Meine stetige
Abbildung r/>: U --- N mit r/>(v) = 0 und II u ~ v - r/>(u)11 = 0(11 r/>(u)ID existiert,
dann ist N = CvM.

SATZ 4.5. Sei VN normal und F= Lt L:~l (Xt"y,,(t··· t; x) E Vvp\ VN-l. P

gemiijJ (2.5). Man setze

a '= Isign (Xtm"
t . 10 sonst.

Dann ist der Tangentialkegel durch

CFVNp = Ih = I I Ot"y,,(t ... t; x) lOt" E IR, atOtm,* ~ 01
1 t ,,~1 \
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gegeben, und es existiert eine Umgebung U von F in VNil und eine stetige
Abbi/dung

mit cp(F) = 0 und der Abschiitzung

II G- F - cp(G)11 = 0(11 cp(G)ID fur II G -FII-O.

Beweis. Sei F = LLI F(v), F(v) = L:'::l cxv",y",(tv ,... , tv ; x). Wegen
FE VNP\VN-1,P und der NormalWit von VN existieren Umgebungen UC VNP
von Fund U(v) C Vm von Flv), so daB jedes G E U eindeutig in eine Summe

v

mit G(v) E Ulv) zerlegt werden kann. Ebenfalls folgt die Stetigkeit der Abbil­
dungen G 1-+ G(v), v = I,... , l. 1st dann cplv): U(v) - Wlv): = Vmv*;ut (tv)die
in 4.4 konstruierte Abbildung, so erfUllt v

!

cp(G) := I cp(v)(G(v»)
v=l

die gewiinschte Abschatzung

II G - F - cp(G)11 = II ±G(v) - F(v) - cp{v)(G<v») II
v~l

~ L 0(11 cp(v)(G(v»)ID = 0(!1 cp(G)II)

wegen der linearen Unabhangigkeit der cp(v)(Glv»). Hieraus folgt wegen
cp(G) E L:~l W(v) unsere Behauptung CF VNp = L:-l Wlv) wie in 4.4, nachdem
man die Inklusion CFVNP =:J L:~l W(v) durch Anwendung von 4.2 auf die
Partialsummen F(v) gezeigt hat. 0

5. CHARAKTERISIERUNG VON LOKAL BESTEN ApPROXIMATIONEN IN VNp

Mit Hilfe des in Abschnitt 4 berechneten Tangentialkegels und der Zei­
chenregularitiit wird ein zugleich notwendiges und hinreichendes Alter­
nantenkriterium fUr lokal beste Approximationen in VNP herge1eitet.



70 JAN BRINK-SPALINK

Durch den Tangentialkegel W = CpVNP von VNP in F sind die zu den
Frequenzen t1 < ... < tl gehorenden Zahlen m1 *, ... , ml* E N und a1 ,... , al E

{-I, 0, +1} gemaB 4.5 vorgegeben. Ferner sei

1:= {v: 1 :s;: v :s;: I, a v 9'= OJ.

1st FE V;:'p , dann ist I leer und Wein linearer Raum, so daB Satz 3.2 wegen
ItCF) = ktCF) vollstandige Ergebnisse liefert. 1m andern Fall berechne man
aus den Zahlen (mv*, a.)1(v(1 die "Lange" d und das "Vorzeichen" a des
Kegels W wie folgt. Sei v* = max{i: i E I}, und jedem v E I, v < v* sei
v' = min{i: i E I, i > v} zugeordnet. Dann definiere man (vgl. [2, (12.2)])

falls v < v* und av' 9'= av( _1)m,j+l+· .. +m,j',

sonst.

SchlieBlich setze man

!

d:= L m v* - L r v ,

11=1 vEl

(5.1)

Die Zahlen d und a sind gerade so konstruiert, daB fUr die Vorzeichen­
vektoren von hEW folgende Beziehung gilt: Es ist S(s(h)) :s;: d - I, und
im Falle S(s(h)) = d - I ist a die letzte Komponente von s(h).

Den Fall FE V;:'p kann man unterordnen, wenn man

1

d := dim W = L mv*
v=1

setzt und a undefiniert laBt.

Beispiel. Es sei I = 5, m1* = m 2* = ma* = m 4* = ms* = 3, a1 = ~1,

aa = +1, a2 = a4 = as = O. Dann hat ein hEW der Ordnung 15 einen
Vorzeichenvektor der Gestalt

s(h) = (-+-,..., +-+,...,...).

d = 15 - L rv = 14
vEl

und

Mit der Descarteschen Regel 2.4 ergibt sich jetzt die folgende Eigenschaft
5.2 (a) des Kegels W. Die Aussage (b) folgt wie in [2, Lemma 12.2].
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LEMMA 5.2. Fur jedes hEW gilt:

(a) Es ist Z(h) :( d - 1 oder h = 0, und im Faile Z(h) = d - 1 ist

sign h(b+) = UEd .

(b) Jede Interpolationsaufgabe hex;) = h;, i = 1'00" r, Xl < ... < x r ,

mit r :( d, h;_lh; < 0, sowie sign h,. = UEd falls r = d ist, ist in W losbar.

Zur Formulierung des Charakterisierungssatzes benotigen wir noch den
Begriff der streng besten Approximation (vgl. [2, 13]).

DEFINITION 5.3. Sei FE V C C(X) 3 f F heiBt streng beste Approximation
zu f in V, wenn eine Konstante c > 0 existiert, so daB fUr aBe G E V gilt:

Ilf - Gil:? Ilf - Fil + ciI G - FII· (*)

F heiBt Iokal streng beste Approximation, wenn eine Umgebung U von F in
V existiert, so daB F streng beste Approximation zu f in U ist.

SATZ 5.4. SeifE C(X) und FE VNP\VN-l.P' Der Kern y sei ESR2N_P(t),
und VN sei normal. Die Grofien d und U berechne man nach (5.1) aus dem
Tangentialkegel CFVNp . Donn sindfolgende Aussagen aquivalent.

(a) Fist lokal beste Approximation zu f in VNP ,

(a') Fist lokal streng beste Approximation zu f in VNP,

(b) 0 ist beste Approximation zuf - Fin CFVNp ,

(b/) 0 ist streng beste Approximation zuf - Fin CFVNP '

(c) f - F besitzt eine Alternante der Lange d mit Vorzeichen -UEa

rechts, bzw. im Faile F E V~p : f - F besitzt eine Alternante der Lange d + 1.

Beweis. In der Beweiskette (a/) =? (a) =? (b) =? (c) =? (b /) =? (a/) ist die
Aussage (a') =? (a) trivial. Die Implikation (a) =? (b) ist Spezialfall von
[4, Lemma 2.1]. Die Aussage (b) =? (c) foIgt aus Lemma 5.2(b), und der
Beweis von (c) =? (b /) stutzt sich auf Lemma 5.2(a) [2, Lemma 12.2]. Beim
Beweis von (b/) =? (a/) schlieBlich wird die Normalitat von VN benutzt:

Nach Satz 4.5 existiert eine Umgebung U von F in VNp und eine stetige
Abbildung ~: U -+ CFVNP mit ~(F) = 0 und

II G - F - ~(G)II = 0(11 ~(G)II) fUr II G - FII-+ o.

Andererseits gibt es nach Voraussetzung ein c > 0, so daB IIf - F - h II :?
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Ilf - F Ii + ell h II fUr aIle hEW gilt. Fur G E U erhalten wir also durch
zweimalige Anwendung der Abschatzung (*):

f-G ::?ilf-F-h - G-F-hll,

::? iif - F + c h - oCi h ID

h := ~(G)

---- 'If F'" c I '~5 I" - 'I T 2. I j, falls h hinreichend klein

:> I'f- Fli -i- ~ G - F,.I,:;....- Ii II ; 4 falls il G - F klein,

wegen der Stetigkeit von ~.

Folglich ist F lokal streng b.A. zufin VNP ' 0

6. ANWENDUNG AUF DEN FALL P ~= N - 2

Fur die faIle P = N und P = N - 1 haben wir in 3.3 die Eindeutigkeit
gezeigt. In diesem Abschnitt betrachten wir y-Polynome mit zwei freien
Frequenzen: LPt = P = N - 2. Nach 3.3 brauchen wir wiederum nur
solche FE VNp betrachten, fUr die

kr(F) = 2, Ir(F) = 1

ist. Es gelingt jetzt, mit Hilfe geeignet definierter Vorzeichenklassen in VN1J

lokal beste Approximationen obiger Form zu trennen.

DEFINITION 6.1. Sei FE VNP ' F = Lt L:~1 CXt"y,,(t ... t; x) gemaB (2.5).
Der reduzierte Vorzeichenvektor sf(F) mit ktCF) Komponenten berechnet
sich wie folgt. Man ordne die freien Frequenzen der GroBe nach:
t1 < ... < tl/F> , und definiere fUr i = 1, ... , If:

s~i>CF):= (oO' ---1--+) (sign (Xt,m) (-1)~t>tiPt.

--------------- '
1Nti-Pti

Dann erhalt man stCF) durch Hintereinanderhangen von sj11(F), ... , S}lfl(F).
Weiter sei

die zum Vorzeichenvektor s gehorende Vorzeichenklasse in VNp •

Fur P = 0 stimmt diese Definition des Vorzeichenvektors mit der in 2.3
gegebenen uberein. Jedoch ist stCF) fUr P =F- 0 nicht einfach eine Restriktion
von s(F).
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Beispiel. Sei P = 2, t1 < t2 , Ptt = Pt. = 1, Pt = 0 sonst. Hat dann
FE V3 ~ die freie Frequenz t3 und ist (X = (Xt '" der hochste Koeffizient der

.... 3 fa

Partia1summe F t ,so ist
3

siF) = (+), falls t1 < t2 ::;: t3 , (X > 0

oder t1 ::;: t3 < t2 , (X < 0

oder f3 < t1 < f 2 , (X > 0 ist.

SATZ 6.2. Sei P = N - 2 und FE VN 1> mit kiF) = 2, If(F) = 1. Die
freie Frequenz von F sei f, und u sei das aus dem Tangentialkegel CF VNl' nach
(5.1) zu berechnende Vorzeichen. 1st F lokal beste Approximation ZUfE C(X)
in VNl' , und ist G E VN 1> eine mindestens ebenso gute Approximation:

ilf - Gil::;: Ilf - F II, GoFF, so gilt:

(a) siF) = (-u, +u), wahrend Sf(G) = (+u, -u)

(b) Fur die beiden freien Frequenzen t1 ::;: t2 von G gilt t1 , t2 < l oder
t1 , t2 > f.

Beweis. Sei F = Lt L:~l (Xtl>YI>(t··· t; x). Dann ist nach 4.5 m t* = mt = Pt
fUr t oF lund mt* = mi + 2 = Pi + 4, und fUr die GroBen d und u von
CF VNl' gilt nach (5.1):

Somit ist siF) = (-+) . (sign (Xi",_) • (-l)~t>i1)t = (-+) u, womit der erste
Teil von (a) bewiesen ist. t

Sei jetzt F eine l.b.A. Dann fo1gt aus Satz 5.4, daB f - F eine Alternante
der Lange d mit Vorzeichen - UEd rechts besitzt. 1st G E VN 1" GoFF und
Ilf - Gil::;: Ilf - FII, so gilt fUr die Differenz G - F nach Satz 2.4:

S(s(G - F» ? (N + 2) - 1.

G - Fist aber ein y-Po1ynom der Ordnung

keG - F) ::;: P + kf(F) + kf(G) = N + kiG) ::;: N + 2.

Zusammen erha1t man: keG - F) = N + 2 und S(s(G - F» = N + 1,
d.h. s(G - F) alterniert, nnd mit 2.4 folgt weiter

SN+2(G - F) = (-UEd) Ed = -U.

Somit ist

s(G - F) = -U ( ••• -+-+).
~

N+2

(1)
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Ferner ist notwendig kiG) = 2, und sind t1 :s; t2 die freien Frequenzen
von G, so gilt

(2)

Fur ein y-Polynom F in der DarsteIlung (2.5) bezeichne mt(F) die Ordnung
und (4F) den hOchsten Koeffizienten der Partialsumme Ft =F 0. Aus (I) folgt
dann fUr T = 11 , 12 , I:

sign CX,.(G - F) (_l)~t>,.mt(G-F)= -a. (3)

Sei siG) =: (al' a2). Nach Definition 6.1 ist a2 = sign (Xt (G) (-I)~t>t2Pt,
2

und da fUr t > t2 Pt = miG) == mt(G - F) mod 2 gilt, erhalt man

(2) . ( ) (3)
a2 = sign CXt2(G - F) (_I)~t>'2mt G-F = -a.

1m FaIle t1 = t2 sind wir damit fertig: siG) = (-+) a2 = (+a, -a).
Fur t1 < t2 gilt analog

~. (G F) ( I)-l+~'·t m,(G-F) Q)- sign cxt , - - . , - a.

Damit ist stCG) = (+a, -a) bewiesen.
Aus (3) folgt fUr I: -a = sign cxi(G - F) (_I)~t>i'ntlG-F), also a =

(sign CXimi) (_I)~t>imt(G). Da aber auch a = (sign CXiml)(-I)~t>IPt ist, ist
Lt>i mt(G) - Pt , die Zahl der freien Frequenzen von G, die groBer als I sind,
eine gerade Zahl. Somit ist auch (b) bewiesen. 0

Aus 6.2(a), zusammen mit 3.3, erhalt man folgendes Ergebnis, das in
ahnlicher Form fUr den Spezialfall N = 2, also P = 0, schon bekannt
war [1]:

KOROLLAR 6.3. In VNp mit P = N - 2 gibt es hochslens zwei lokal
beste Approximationen zu gegebenem f E C(X). Wenn zwei beste Approxima­
lionen existieren, so gilt fiir beide k f = 2, If = I, und in jeder der Klassen
VN p( - +), VN p(+-) liegt genau eine von ihnen.

Fur die FaIle N - P ;? 3 sind die hier entwickelten Methoden nicht
fein genug. JedenfaIls lassen sich mit den bekannten Vorzeichenklassen
lokal beste Approximationen nicht trennen, wie ein Beispiel in [2, Sect. 13]
zeigt: In Va (N = 3, P = 0) konnen in der Vorzeichenklasse Va(+- +)
zwei lokal beste Approximationen existieren.
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7. ANWENDUNG AUF LOGARITHMENSUMMEN
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FUr die von Dunham [5,6] und Schmidt [11] untersuchten Logarithmen­
summen erhalten wir eine vollstiindige Theorie, wenn wir die obigen Ergeb­
nisse formal auf den Kern

log(l - tx)
yet; x) = log(l _ tb) ,

yeO; x) := lim yet; x) = b
X

,
t~O

X E [0, b], b > 0,

tE(-co,l/b),
(7.1)

anwenden und die uneigentiiche Frequenz t = - co fixieren (p-oc = 1);
dabei sei y(-co;x) = 1, und wegen y,,(-co, ... , -co; x) = 0, I.l. ~2,
kommt bei t = - co auch keine freie Frequenz hinzu. Die strengen Beweise
beruhen darauf, daB fUr jede Logarithmensumme u E Vn die Ab1eitung
u' = du/dx ein y-Po1ynom der Ordnung n - 1 zu dem total positiven Kern
[1, Section 9]:

ret; x) = (l - tX)-l (7.2)

der rationa1en Funktionen ist. Den Raum dieser y-Polynome bezeichnen wir
mit Rn - 1 • Der Raum der eigentlichen Logarithmensummen ist durch

definiert; sein Absch1uB ist

Vn = {u E qo, b]: u' ERn_I}' (7.3)

FUr die Logarithmensummen u E Vn gilt eine Descartesche Regel, die sich
mit Hilfe des reduzierten Vorzeichenvektors St(u) formulieren 1iiBt (Definition
6.1):

SATZ 7.4. Fur jede Logarithmensumme u gilt Z(u) ~ 1 + S(St(u)), und
im Falle Z(u) = 1 + S(stCu)) ist sign u(b+) = stCu)*, wobei St(u)* die
letzte Komponente von stCu) bezeichnet.

Der Beweis ergibt sich aus Satz 2.4, angewandt auf u', und dem Satz von
Rolle. Es gilt St(u) = s(u'), denn es ist

m

(d/dx) Ym(t ... t; x) = L cit) rit ... t; x)
,,~l
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mit positivem cm(t) = -tllog(l - tb). Ferner beachte man, daB im FaIle
Z(u) = I + S(Sf(U)) aIle NuIlsteIlen von u' zwischen denen von u liegen.
Zu UE Vn erMlt man gemaB 4.5 den Tangentialkegel CuVn mit den GroBen
(m t *, at)-co~t<lIb ,ausdenenmannach (5.1) die Zahlen d und a bestimmt.
Fiir jedes hE CuVn ist dann I + S(sf(h)) < d - I, und bei Gleichheit gilt
stCh)* = +a. Mit Ed := + I gilt also 5.2(a) fUr Logarithmensummen. Da
Rn - 1 normal ist [I, Section 9], folgt jetzt aus Satz 5.4:

SATZ 7.5. SeifE C[O, b], UE Vn\Vn- 1 • Dann sind aquivalent:

(a) u ist lokal beste Approximation zufin Vn ,

(a') u ist lokal streng beste Approximation zu f in Vn ,

(b) 0 ist beste Approximation zuf - u in CuVn ,

(b') 0 ist streng beste Approximation zuf - u in CuYn ,

(c) f - u besitzt eine Alternante der Lange d mit Vorzeichen -a rechts,
bzw. im Faile u E Vno:f - u besitzt eine Alternante der Lange d + 1.

Diese Ergebnisse gehen iiber die von Dunham und Schmidt hinaus.
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